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SINGULARITE´ ET SECTION DE DIRAC
JEAN LOUIS JONOT
Abstract. Dans cet article, on propose une repre´sentation ge´ome´trique de
l’univers. Cette mode´lisation est construite a` partir d’une section de Dirac
a` structures et s’e´tend a` la notion de multivers de Banach-Schauder. On
interpre`te l’univers comme un sous-espace connexe, d’une singularite´ de di-
mension quatre d’un multivers de Banach-Schauder. On peut a` partir de
cette repre´sentation, e´tudier les sections des formes biline´aires syme´triques
de´ge´ne´re´es a` structures sur une varie´te´ ferme´e de dimension finie.
1. Champs chronologiques et feuilletages en espace-temps
L’univers Ω est une varie´te´ de dimension 4, on ne pre´cise pas si son bord ∂Ω est
vide ou non. Dans l’inte´rieur de cet univers il existe une me´trique de Lorentz g, sauf
peut eˆtre sur un sous-ensemble S, dit ensemble des singularite´s de Ω. L’hypothe`se
que l’on fait est que chaque composante connexe de S est une sous-varie´te´ ferme´e
de dimension 0, 1, 2 ou 3. On suppose que cette me´trique de Lorentz de´finie au
moins un champ chronologique T , c’est-a`-dire, un champ pour lequel
g (T, T ) < 0 sur Ωr S.
Le champ chronologique T est normalise´ si
g (T, T ) = −1 sur Ωr S,
et il est stable si en chaque e´ve´nement ω de Ω r S, il existe une carte U pour
laquelle, si T s’e´crit
T = T µ∂µ
dans le local frame attache´ a` cette carte, on ait
∂κ (T
µgνµ) = ∂ν (T
µgκµ) , ∀i, ∀k
ou`
gνµ = g (∂ν , ∂µ) .
On de´finit le syste`me de Pfaff
τ : ω ∈ Ω→ τ (ω) = RT (ω)
⊥
= {u ∈ TωΩ : g (ω) (u, T (ω)) = 0} ,
si T est stable ce syste`me de Pfaff est involutif, la sous-varie´te´ inte´grable contenant
ω, est une sous-varie´te´ de dimension 3, on note Eω la composante connexe contenant
l’e´ve´nement ω. On a deux feuilletages transversaux sur Ωr S induit part τ et
ρ : ω ∈ Ω→ τ (ω) = RT (ω) ,
la feuille chronologique connexe contenant l’e´ve´nement ω est note´e Tω.
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La notion de changement local de coordonne´es entre deux espace-temps de´finis
par les champs chronologiques T et S est la donne´e d’une section θ, de´finie sur un
ouvert connexe U ⊆ Ωr S du fibre´
Hom(TΩ) = Λ1 (Ω)⊗ TΩ
telle que
θ ⊗ T = S (1.1)
et
g (θ ⊗X, θ ⊗ Y ) = g (X,Y )
sur U pour tout champ X , Y de Ω de´finis sur U , ou` g est la me´trique de Lorentz
sur Ωr S [2]. On rappelle que pour un champ X de Ω de´fini sur U ,
θ ⊗X (ω) = θ (ω) (X (ω)) , ∀ω ∈ U
et l’application θ (ω)
θ (ω) : TωΩ→ TωΩ
est une g (ω)-isome´trie, on dit que θ conserve la me´trique de Lorentz g. On peut
remarquer que ce changement d’espace-temps est un ope´rateur d’e´volution [1].
Proposition 1. Pour tous les champs chronologiques T et S, il existe un change-
ment local de coordonne´es.
Proof. La preuve est donne´e dans [4]. 
2. Les singularite´s de l’univers
La me´trique de Lorentz g est de´finie a` partir d’une section de Dirac γ, dans le
local frame associe´ a` une carte elle s’e´crit
g (∂µ, ∂ν) = γµν
ou` γµν est l’inverse du tenseur de Poisson
γµν =
1
4
Trace (γµγν)
en dehors des e´ve´nements singuliers
S = {o ∈ Ω : det (γµν (o)) = 0} .
Notation 1. On prendra par la suite pour tenseur de Poisson
γµν = Trace (γµγν) .
Definition 1. Le feuilletage espace-temps est continue aux singularite´s si pour tout
e´ve´nement singulier o ∈ S, il existe une carte V de o et des champs locaux
{X0, X1, X2, X3}
tels que
Vect {X0 (ω)} = Tω (T ) , Vect {X1 (ω) , X2 (ω) , X3 (ω)} = Tω (E) , ∀ω ∈ V ∩(Ωr S)
et
Vect {X0 (ω) , X1 (ω) , X2 (ω) , X3 (ω)} = TωF , ∀ω ∈ S
ou` Tω (T ) est l’espace tangent en ω a` la feuille chronologique contenant ω, Tω (E)
est l’espace tangent en ω a` la feuille espace contenant ω et TωF est l’espace tangent
de la composante connexe F de S contenant l’e´ve´nement ω ∈ Ω.
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Remark 1. Cette de´finition a un sens que si on admet l’existence d’un champ
chronologique stable T sur V ∩ (Ωr S).
Le tenseur de Poisson existe dans les singularite´s. Si o ∈ S, soit U1 et U2 deux
cartes en o. On note
{
∂jν
}
le local frame attache´ a` la carte U j . Sur U1 ∩ U2 les
champs locaux ∂2ν s’e´crivent dans le local frame
{
∂1ν
}
∂2ν = a
µ
ν∂
1
µ.
On note dνj la 1-forme duale de ∂
j
ν de´finie par
dνj
(
∂jµ
)
= δνµ
alors
dν2 = b
ν
τd
τ
1 , B = A
−1
avec A = (aµν ) et B = (b
ν
τ ). Les matrices de Dirac associe´es aux 1-formes sont
note´es γνj et le tenseur de Poisson associe´ est note´
γνµj = Trace
(
γνj γ
µ
j
)
on a
γν2 = b
ν
τγ
τ
1 et γ
µ
2 = b
µ
ργ
ρ
1 ,
γν2 γ
µ
2 = b
ν
τb
µ
ργ
τ
1 γ
ρ
1
et
γνµ2 = b
ν
τb
µ
ργ
τρ
1 , γ
τρ
j = Trace
(
γτj γ
ρ
j
)
. (2.1)
Si on pose γ˜j la matrice (γ˜j)
ρ
τ
= γτρj , l’e´quation 2.1 s’e´crit
γ˜2 = B × γ˜1 ×
(
TrB
)
,
les matrices de Poisson γ˜1 et γ˜2 sont congruentes.
Definition 2. La signature d’un e´ve´nement o est la signature de la matrice syme´trique
γ˜ qui est inde´pendante du choix de la carte choisie en o.
La signature d’un e´ve´nement o est la donne´e d’un couple (n+, n−), n+ est le
nombre de termes e´gaux a` +1 et n− est le nombre de termes e´gaux a` −1,
4− (n− + n+)
est le nombre de termes nuls. Pour un e´ve´nement non singulier, la signature est
(3, 1).
On a fait l’hypothe`se que les composantes connexes des points sin-
guliers de signature n+ + n− 6 κ < 4 forment des sous-varie´te´s ferme´es
de dimension κ pour lesquelles
n− = 0,
cela signifie qu’aux singularite´s il n’y a pas de champ chronologique.
En particulier, la notion de temps n’existe pas dans les sous-varie´te´s
singulie`res associe´es a` la section de Dirac γ.
Remark 2. Le cas ge´ne´ral sera e´tudie´ plus tard dans le cadre de la repre´sentation
de l’univers comme une sous-varie´te´ d’une varie´te´ de Banach.
Definition 3. Une section de Dirac est a` structures si chaque composante connexe
de l’ensemble des singularite´s S, de signature (n+, n−) avec n+ + n− 6 κ est une
sous-varie´te´ ferme´e de dimension κ.
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Dore´navant, les sections de Dirac conside´re´es sont a` structures, on dit
encore structure´es.
On peut faire d’autres hypothe`ses sur le couple (n+, n−), mais l’hypothe`se pre´ce´dente
permet de de´crire de fac¸on intrinse`que les sous-varie´te´s singulie`res. Sous notre hy-
pothe`se, si
n+ = 0,
le temps et l’espace disparaissent, les sous-varie´te´s connexes forme´es par ces singu-
larite´s sont des points. Si
n+ = 1,
les sous-varie´te´s connexes forme´es par ces singularite´s sont des lacets diffe´omorphes
a` S1. Dans le cas
n+ = 2,
les composantes connexes sont des surfaces ferme´es de genre ζ et si
n+ = 3,
chaque composante connexe est une sous-varie´te´ ferme´e de dimension 3 que l’on
peut de´crire a` l’aide des huit ge´ome´tries de Thurston [8] et [6]. Les sous-varie´te´s
de type (3, 1) sont les composantes connexes de Ω r S, ces univers sont feuillete´s
en feuilles espace et en feuilles chronologique si T est un champ chronologique
stable sur ΩrS. L’ensemble Sr repre´sente l’ensemble des e´ve´nements singuliers de
signature (n+, n−) avec n+ + n− 6 r, on a l’inclusion naturelle
Sr1 ⊂ Sr2 , r1 < r2
en particulier, les composantes connexes des e´ve´nements de signature (n+, n−) ne
forment pas, en ge´ne´ral, une varie´te´ ferme´e comme dans le cas des e´ve´nements de
signature (3, 1) dont une composante connexe repre´sente l’univers observable. On
note
S(n+,n−)
les e´ve´nements de signature (n+, n−) avec n++ n− 6 r < 4, alors sous l’hypothe`se
n− = 0 on a
Sr = ∪
3
n=0S(n,0).
Remark 3. Si on fait l’hypothe`se que notre univers est la composante connexe de
la varie´te´ singulie`re d’un univers de dimension > 5, on est amene´ a` de´finir une
section de Dirac sur cet univers qui est singulie`re. Notre univers Ω peut eˆtre ainsi
le bord d’un univers de dimension 5. Si on veut que cette remarque soit cohe´rente
il faut que n− puisse prendre des valeurs non nulles.
Sous l’hypothe`se
n− = 0
on a
S(r,0) = Sr r Sr−1
et il y a 4 types (0, 0), (1, 0), (2, 0) et (3, 0), de singularite´s possibles. Les singularite´s
de type (0, 0) sont les singularite´s initiales. On choisit des champs localement sur
une carte U en ω tels que la matrice, dans cette base, associe´e au tenseur de Poisson
soit de forme re´duite (n+, n−). Si {Xj} est une base locale de champs sur U et{
Xj
}
la base duale
Xk (Xl) = δ
k
l ,
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alors le tenseur de Poisson γkl dans la base {Xj} est
γkl = Trace
(
γkγl
)
, γk = γX
k
.
Les sous-varie´te´s Sr sont, respectivement, forme´es des e´ve´nements (n+, 0), n+ 6
r. La condition ne´cessaire et suffisante pour que ω appartienne a` une varie´te´ sin-
gulie`re de dimension r est que les r-champs locaux, r = 2, 3
ω ∈ U → Vect {X0 (ω) , X1 (ω)} ,
ω ∈ U → Vect {X0 (ω) , X1 (ω) , X2 (ω)} ,
soient comple`tement inte´grables. Une base de sections locales sur U est dite re´duite
pour la section de Dirac γ sur Sr si et seulement si la matrice du tenseur de Poisson
dans cette base est re´duite de type (r, 0), r 6 3. Cette base de section locale est
dite totalement inte´grable sur U si les p-champs locaux associe´s sont comple`tement
inte´grables.
Theorem 1. γ est une section de Dirac a` structures si et seulement si il existe
localement en chaque e´ve´nement ω ∈ Ω, une base de sections locales re´duite et
totalement inte´grable.
Cela signifie qu’il existe une base de sections locales {Xj} dans laquelle la matrice
du tenseur de Poisson est re´duite et telle que
[X0, X1] ∈ Vect {X0, X1} ,
et
[Xk, Xl] ∈ Vect {X0, X1, X2} , k, l = 0, 1, 2.
Si on admet que notre univers est une varie´te´ singulie`re d’un univers de dimension
supe´rieure, il faut e´tendre la notion d’involution a` des champs
{Xj , j = 0, 1, 2, · · · ,m}
ve´rifiant la proprie´te´ d’involution
[Xk, Xl] ∈ Vect {X0, · · · , Xr} , k, l = 0, · · · , r et r = 0, 1, 2, · · · ,m.
Dans l’hypothe`se, r = 1,2 ou` 3, sur les varie´te´s singulie`res le tenseur de Poisson
induit localement une me´trique riemannienne sur Sr r Sr−1 en dimension 1,2 et 3
qui est de´finie par
gγ (Xk, Xl) = δkl, k, l = 0, · · · , r.
En effet, si {Yj} est une autre base re´duite pour γ, soit P la section locale de
matrices de changement de base. On note J la forme re´duite de γ dans chaque base
J =
(
Ir 0
0 O4−r
)
alors
J =Tr Q× J ×Q avec Q = P−1. (2.2)
On pose
Q =
(
Q11 Q12
Q21 Q22
)
ou` Q11 est une matrice carre´e d’ordre r et Q22 est une matrice carre´e d’ordre 4− r.
La transpose´e de Q s’e´crit
TrQ =
(
TrQ11
TrQ21
TrQ12
TrQ22
)
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et de 2.2 on a
Q12 = 0 et
TrQ11 ×Q11 = Ir .
En particulier, on en de´duit que si ω ∈ S alors
Vect {X0 (ω) , X1 (ω)} = Vect {Y0 (ω) , Y1 (ω)} (2.3)
et
Vect {X0 (ω) , X1 (ω) , X2 (ω)} = Vect {Y0 (ω) , Y1 (ω) , Y2 (ω)} (2.4)
les varie´te´s inte´grables sont inde´pendantes du choix de la base re´duite choisie. Si
on admet l’existence d’un champ chronologique aux singularite´s alors les e´quations
2.3 et 2.4 ne sont plus vraies, la construction des varie´te´s singulie`res de´pend de la
base re´duite locale choisie, d’ou` l’hypothe`se faite pre´ce´demment sur le choix de la
valeur de n−.
Remark 4. Si ω /∈ S2 alors on a pas ne´cessairement
Vect {X0 (ω) , X1 (ω)} = Vect {Y0 (ω) , Y1 (ω)}
et si ω /∈ S3 on a pas, en ge´ne´ral, l’e´galite´
Vect {X0 (ω) , X1 (ω) , X2 (ω)} = Vect {Y0 (ω) , Y1 (ω) , Y2 (ω)} .
Le tenseur de Poisson induit une me´trique riemannienne sur chaque sous-varie´te´
singulie`re Sr r Sr−1 en posant,
gγ (Xk, Xl) = δkl, k, l = 0, · · · , r sur Sr r Sr−1.
3. Le multivers de Banach-Schauder
On veut donner une repre´sentation de notre univers observable comme une sous-
varie´te´ d’une varie´te´ de Banach [9]. Soit Ω une varie´te´ ferme´e de dimension n
munie d’une section de Dirac γ. Un point ω ∈ Ω est de signature (n+, n−) avec
n+ + n− 6 n si et seulement si il existe une base de champs locaux {Xν} sur un
voisinage U de ω pour laquelle la matrice du tenseur de Poisson
(γµν)
soit re´duite de signature (n+, n−) en ω, ou`
γµν = Trace (γµγν)
et γµ est la section d’endomorphismes
γµ (X) = γ (Xµ ⊗X) , X ∈ TU
localement sur U , la 1-forme duale Xν de Xν est de´finie par
Xν (Xµ) = δ
ν
µ.
On rappelle que pour une 1-forme d et un champ X sur U
d⊗X : U → Λ1U ⊗ TU
est de´finie par
d⊗X (ω) : TωU → TωU , d (ω) (u)X (ω) , u ∈ TωU et ω ∈ U
la section de Dirac γ est une section du fibre´ Hom
(
Λ1U ⊗ TU, TU
)
, c’est-a`-dire,
γ (ω) : End (TωΩ)→ TωΩ
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on associe a` chaque section du fibre´ End (TΩ) un champ de vecteur Y de Ω. On
rappelle les de´finitions donne´es dans [3] pour un fibre´ vectoriel quelconque. Une
section de Dirac γ sur un fibre´ vectoriel E de base Ω est une section de
Hom
(
Λ1Ω⊗ E,E
)
,
a` toute section de Λ1Ω⊗ E on associe une section de E. Si s est une section de E
et d est une 1-forme sur Ω alors la section d⊗ s de Λ1Ω⊗ E est de´finie par
(d⊗ s) (ω) : TωΩ→ Eω , (d⊗ s) (ω) (u) = d (ω) (u) .s (ω) , u ∈ TωΩ
et un endomorphisme de Dirac est une section du fibre´ End (E) de´finie par
γd (s) = γ (d⊗ s) , d ∈ Λ1Ω et s ∈ Γ (E) .
Si on applique ces de´finitions au fibre´ tangent TΩ pour une sous-varie´te´ Ω, on
retombe sur les de´finitions donne´es pre´ce´demment. En particulier, pour une section
de Dirac γ, les 1-formes d telles que
γd (X) = X , X ∈ TΩ
sont dites triviales. En chaque e´ve´nement ω, il existe une base re´duite locale pour
la section de Dirac. Cette de´finition ne de´pend pas du choix de la base re´duite.
On fait la meˆme hypothe`se que pre´ce´demment sur les sous-ensembles forme´s par
les e´ve´nements de signature (n+, n−) avec n+ + n− 6 κ.
”Les composantes connexes des e´ve´nements de signature (n+, n−) avec
n+ + n− 6 κ, κ 6 n
sont des varie´te´s ferme´es de dimension k”
Si S(n+,n−) est forme´ des e´ve´nements de signature (n+, n−) avec n+ + n− 6 κ
et
Sκ = ∪n++n−6κS(n+,n−)
chaque composante connexe de Sκ est une varie´te´ ferme´e et sur chaque composante
connexe de S(n+,n−) on peut de´finir une pseudo-me´trique de signature (n+, n−) sur
la sous-varie´te´ S(n+,n−) de Sn de dimension n = n+ + n−. Soit ω ∈ S(n+,n−) et Sω
la composante connexe de S(n+,n−) qui contient l’e´ve´nement ω, on dit qu’une base
{X0, · · · , Xν , · · · , Xm−1} , m = dimΩ
dans un voisinage U de ω est stable si la matrice restreinte γ˜X =
(
γνµ
)
avec µ 6 n−1
et ν 6 n− 1, associe´e au tenseur de Poisson γµν
γνµ = γ
µν = Trace (γµγν) , γµ = γX
µ
et Xµ (Xν) = δ
µ
ν
est inversible en chaque e´ve´nement α de Sω ∩ U avec
Vect {X0 (α) , X1 (α) , · · · , Xn−1 (α)} = TαSω, α ∈ Sω ∩ U
en identifiant canoniquement TαSω a` un sous-espace vectoriel de TαΩ. On definit
a` partir de cette base une pseudo-me´trique locale g sur Sω ∩ U par
(gµν) =
1
n
(γ˜X)
−1
ou` (γ˜X)
−1
la matrice inverse γ˜X . Cette de´finition est inde´pendante du choix de la
base stable {Xν}. Si on prend une autre base stable {Yν} alors
Yκ = Y
τ
κ Xτ
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et si P = (Y τκ ) est la matrice de passage de {Xν} a` {Yν}, on pose Q = P
−1,
Q =
(
Q11 Q12
Q21 Q22
)
ou` Q11 est une matrice carre´e inversible d’ordre n et Q22 est une matrice carre´e
d’ordre m− n. Pour cette matrice, la stabilite´ implique
Q21 = o,
la transpose´e de Q s’e´crit
TrQ =
(
TrQ11 o
TrQ12
TrQ22
)
et
γ˜Y =
Tr Q× γ˜X ×Q (3.1)
avec
γ˜X =
(
γ˜X11 γ˜X12
γ˜X21 γ˜X22
)
ou` γ˜X11 est la matrice carre´e d’ordre n de´finie par γ˜X pour les sections locales
{Xν}. On cherche une relation entre γ˜X et γ˜Y . En utilisant 3.1 on a
γ˜Y =
Tr Q11 × γ˜X ×Q11
les matrices sont congruentes et inversibles et par consequent, la pseudo-me´trique
est inde´pendante du choix de la base stable de champs locaux au voisinage U de ω.
On se place dans la cate´gorie des paires (S, γ), ou` S est une varie´te´ ferme´e et γ
est une section de Dirac a` structures. On de´finit la relation d’ordre suivante
(S1, γ1) ≺ (S2, γ2)
si S1 est une singularite´ de S2 pour la section de Dirac γ2 et les singularite´s de
S1 pour la section de Dirac γ1 sont des singularite´s de S2 pour γ2 telles que le
tenseur de Poisson induit sur les singularite´s de S2 par γ2 soit identique au tenseur
de Poisson induit sur les singularite´s S1 par γ1.
Sκ = ∪n++n−6κS(n+,n−) est une pseudo-stratification de Sκ. Ce n’est pas une
stratification au sans de Thom [7], mais une stratification dans le sens suivant,
les composantes connexes des e´ve´ne´ments de Sκ r Sκ−1 sont forme´s des points de
signature fixe´e (n+, n−) avec n++n− = κ, elles forment des sous-varie´te´s ouvertes
de Sκ. Deux composantes connexes peuvent avoir des signatures diffe´rentes.
Remark 5. Quand on parle de singularite´s de (S, γ), S et les sous-varie´te´s ferme´es
forme´es par les composantes connexes des e´ve´nements de signature (n+, n−) avec
n++n− < dimS sont les singularite´s de S pour la section de Dirac γ a` structures.
Soit {(Sα, γα)} une famille ordonne´e filtrante, c’est-a`-dire, que pour tout α, β il
existe κ tel que
(Sα, γα) ≺ (Sκ, γκ) et (Sβ , γβ) ≺ (Sκ, γκ) ,
on pose S la limite inductive
S = lim
−→
(Sα, γα)
en chaque e´ve´nement ω ∈ S, on peut de´finir un espace vectoriel de dimension infinie
Eω = lim
−→
TωSα.
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La limite inductive S est appele´ un multivers, S est un multivers de Banach si
S est une varie´te´ de Banach et dans cette hypothe`se
TωS = Eω,
et
E
↓ pi
S
, E = ∪
ω∈S
Eω
est le fibre´ tangent associe´ a` cette structure.
Re´ciproquement, on veut construire a` partir d’une varie´te´ de Banach de dimen-
sion infinie, une section de Dirac γ de´finie sur la varie´te´ dont les composantes
connexes des varie´te´s singulie`res attache´es a` γ soient des sous-varie´te´s ferme´es de
dimension finie de la varie´te´ de Banach. Deux obstacles se pre´sentent, les endomor-
phismes de Dirac doivent eˆtre des endomorphismes a` trace pour de´finir le tenseur
de Poisson en dimension infinie et le second obstacle est qu’en dimension infinie il
n’existe pas de base alge´brique. On est amene´ a` de´finir les fibre´s de Schauder, pour
cela on se fixe un fibre´ de Banach
ξ = (E, pi,B, F )
ou` E et B sont des varie´te´s de Banach, pi est C∞ pour les structures de Banach et
F est un espace de Banach de dimension infinie de norme |· · · |. Sur chaque fibre
Eb = pi
−1 (b), b ∈ B on a une structure d’espace de Banach induite de norme |· · · |b
telle que pour toute section s de ξ l’application
b→ |s (b)|b
est C∞ au sens de Banach. Un fibre´ de Schauder est un fibre´ de Banach pour lequel
la fibre F a une base de Schauder {fn}. En particulier, en chaque point b, il existe
une base de Schauder de sections locales {sn} pour laquelle toute section t s’e´crit
t =
∞∑
n=1
tnsn = t
nsn
ou` tn sont des fonctions C∞ au sens de Banach, de´finies localement sur un ouvert
de trivialisation de B, a` valeurs dans R.
Theorem 2. Tout fibre´ de Banach ξ contient un sous-fibre´ de Schauder.
Proof. C’est une conse´quence du the´ore`me Stanislaw Mazur, on peut consulter [5]
pour une preuve. 
On note Λ1 (B), le fibre´ des 1-formes sur B, c’est-a`-dire, l’ensemble des sections
s∗ qui a` chaque b ∈ B associe une forme line´aire continue
X∗ (b) : TbB → R,
X∗ (b) est une forme line´aire continue pour la norme |· · · |b. Une section de Dirac
γ a` trace est une section de
Hom
(
Λ1 (B)⊗ E,E
)
telle que pour toute 1-forme X∗, l’endomorphisme de Dirac
γX
∗
(b) : Eb → Eb, γ
X∗ (s) = γ (X∗ ⊗ s) et s ∈ Γ (E)
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est un endomorphisme a` trace pour la structure de Banach sur (Eb, |· · · |b). On se
place dans le fibre´ tangent
E = TB,
on fait l’hypothe`se que ce fibre´ est un fibre´ de Schauder. Sur un ouvert de triviali-
sation U , on prend une base de champs locaux {Xn} formant une base de Schauder
locale, c’est-a`-dire, pour tout b ∈ U , {Xn (b)} est une base de Schauder de
(TbB, |· · · |b) .
On de´finit la base duale locale de {Xn} par {X
m}
Xm (Xn) = δ
m
n
alors Xm ∈ Λ1 (U). Pour chaque m ∈ N, on pose
γm = γX
m
la section sur U d’endomorphismes de Dirac, par hypothe`se, ces endomorphismes
sont a` trace, on en de´duit l’existence du tenseur de Poisson sur U en dimension
infinie
γmn = Trace (γmγn) .
On de´finit le sous-ensemble de B forme´ des e´le´ments finis de B, note´ Bfini. Un
e´le´ment b ∈ B est fini s’il existe un voisinage de trivialisation U de TB, b ∈ U et
une base locale de champs de Schauder pour laquelle l’ensemble des γmn 6= 0 est
fini. Le plus petit entier qui re´alise la proprie´te´ pre´ce´dente est le rang de b. On fait
l’hypothe`se que les composantes connexes, des e´le´ments b de rang 6 κ
sont des varie´te´s ferme´es de dimension κ. On note Sκb , la composante connexe
contenant b, si on impose a` la fibre d’avoir une base de Schauder inconditionnelle,
on peut e´crire, localement dans cette base la matrice infinie (γnm) = (γ
mn) sous la
forme
(γnm (b)) =
(
Aκ (b) o
o o
)
,
Aκ (b) est une matrice syme´trique carre´e d’ordre κ. Cette matrice est congrue a`
une matrice de la forme 
 Iµ o oo −Iν o
o o Oκ−(µ+ν)

 .
Le couple (µ, ν) est inde´pendant du choix de la base de Schauder incondition-
nelle, c’est la signature de b dans Sκb et le rang de b est µ + ν, les composantes
connexes des points b ∈ B, de signature (µ, ν) sont note´es S(µ,ν). Une base locale
de Schauder inconditionnelle {Xn} est stable sur S
κ si apre`s re´indexation de la
base de Schauder, note´e encore {Xn}, on ait pour tous les entiers n, 1 6 n 6 κ
b→ Vect {Xn (b) , n = 1, · · · ,m} , m 6 κ
est unm-champ inte´grable. Sous cette hypothe`se les germes des varie´te´s inte´grables
sont les traces des varie´te´s ferme´es et
TbS
κ = Vect {Xn (b) , n = 1, · · · , κ} .
Le multivers de Banach-Schauder est la donne´e d’une varie´te´ de Banach modele´e
sur un espace de Banach muni d’une base de Schauder inconditionnelle et d’une
section de Dirac a` trace γ. Les singularite´s sont les points b de signature
(µ, ν, κ) ,
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ils forment une re´union de sous-varie´te´s de dimension µ+ ν de Sκ.
Remark 6. Sur B r Bfini il n’existe pas, en ge´ne´ral pour une section de Dirac
a` trace, une notion de me´trique induite par cette section, sauf sur les points non
singuliers de´finis par les e´le´ments de b ∈ B dont la matrice infinie
(γmn (b)) = (γ
nm (b))
induite par le tenseur de Poisson est inversible, c’est-a`-dire, pour laquelle toutes ses
sous-matrices carre´es finies sont inversibles. On parle de points pour les e´le´ments de
la varie´te´ de Banach et d’e´ve´nements pour les e´le´ments des sous-varie´te´s singulie`res.
Le tenseur de´finie par
γnmκ (b) = γ
nm (b) , n et m 6 κ
est le tenseur re´duit en b relativement a` la base locale de Schauder inconditionnelle
{Xn}.
On peut ge´ne´raliser cette the´orie aux sections g des formes biline´aires syme´triques
quelconques sur une varie´te´ de Banach B de dimension finie. Les points singuliers b
pour g sont les points pour lesquels la forme biline´aire g (b) sur TbB est de´ge´ne´re´e.
La signature du point b est de´finie par la signature (n+, n−) de la forme biline´aire
g. On note Sign (b) la signature de b. La section g des formes biline´aires est a`
structure si chaque composante de Sκ forme´e des points b de signature (n+, n−)
avec n+ + n− 6 κ est une varie´te´ ferme´e de dimension κ. On pose
Sκ(n+,n−) = {b ∈ S
κ : Sign (b) = (n+, n−)}
alors
Sκ =
∑
n++n−6κ
Sκ(n+,n−),
la re´union disjointe est indexe´e sur une partie des paires (α, β) ∈ N2, α + β 6 κ.
On de´finit une pseudo-stratification de Sκ pour laquelle sur chaque sous-varie´te´
Sκ(n+,n−) on a une me´trique de signature (n+, n−) induite par g.
4. Conclusion
Avec la pre´sentation ge´ome´trique de´veloppe´e pre´ce´demment, notre univers ob-
servable est une partie d’une composante connexe d’une singularite´ S4 de dimension
4 d’une structure ge´ome´trique au dessus de S4 qu’on de´finit comme une varie´te´ de
Banach-Schauder. On note S4 cette varie´te´ ferme´e de dimension 4. En dehors des
singularite´s de S4, g induit une me´trique de signature (3, 1) qui est une me´trique
de Lorentz. Les composantes connexes des singularite´s contenues dans S4 sont des
points, des lacets, des surfaces de genre ζ et des sous-varie´te´s de dimension 3. Dans
ces varie´te´s de dimension 3, on a deux types de varie´te´, celles qui se´parent S4 et
de´coupent S4 en sous-varie´te´s a` bord et les sous-varie´te´s singulie`res de dimension 3
contenues dans chaque composante connexe de´finie pre´ce´demment. Notre univers
observable Ω est l’une des composantes connexes prive´e de ses singularite´s. Les
signatures des points singuliers ne peuvent prendre que le valeurs
(0, 0) , (1, 0) , (2, 0) , (3, 0)
et (0, 1) , (1, 1) , (2, 1) .
Sur les sous-varie´te´s S(n+,n−) forme´es des e´ve´nements de signature (n+, n−)
on de´finit des me´triques de signature (n+, n−). Supposons que sur S
4 prive´ des
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e´ve´nements singuliers note´ V4, il existe un champ chronologique stable pour lequel
on puisse feulleterV4, pour les singularite´s S(n+,0) les feuilles chronologiques s’enroulent
le long de ces singularite´s sans jamais les atteindre. Pour les singularite´s S(n+,1),
si n+ = 0 les feuilles espaces s’enroulent le long de la singularite´. Lorque le feuil-
letage est continue aux singularite´s, dans les deux autres cas, on perd une a` deux
dimensions d’espace.
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